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要 旨：コンクリート連続高架橋の振動解析において，半無限に連続する構造物の一部のみを

取り出し，その両端を自由境界として取り扱っている場合が一般的であるが，実際には隣接す

る構造物との相互作用が必然的に生じると考えられる．それを考慮するにはエネルギー伝達境

界が最適な方法として挙げられる．しかし，高架橋のような離散系についての伝達境界は，著

者の知る限りでは我々の研究を除いて全く公表された研究はない．本論文では過去の三輪らの

論文に鑑みて，更に基本的考察が必要と考えマス-バネが直列に連続する質点系のモデルを用

いて，離散系構造物に対する伝達境界を定式化し，かつ理論的背景の考察を行った． 

キーワード：エネルギー伝達境界，離散系構造物，コンクリート連続高架橋 

 

1． はじめに 

新幹線などの鉄道橋や道路橋の連続高架橋に

おいては鉄筋コンクリートまたは PC コンクリ

ートの橋梁が多く作られている．特に，耐震の

主な対象である下部構造の橋脚は，その複雑な

構造が必要となる場合を除けば，コンクリート

製が圧倒的に多いといえる．それらの長大構造

物の地震応答解析における解析方法としては，

解析対象とするものの一部を取り出してその両

端を自由境界として取り扱っている場合が一般

的である．しかし，実際には隣接する構造物と

の相互作用が必然的に生じると考えられる．そ

れを考慮するにはエネルギー伝達境界が最適な

方法として挙げられる．現在まで地盤の分野に

関しては，半無限連続体としての地盤を対象に

Lysmer らをはじめ 1)，各種の伝達境界の設定方

法が確立されている．しかし，高架橋のように，

柱，はり部材及び格点からなる構造においては，

地盤について成り立つような単純な波動解は適

用できない．桁構造の伝達境界に関しては三輪

らが定式化しているが 2)，伝達境界に関しての明

瞭な説明や検証は行われていない．さらに，連

続高架橋（特に鉄筋コンクリート構造）の耐震

性を正確に求めるにはエネルギー伝達境界が考

慮に入った非線形解析が望ましい．本研究では，

離散系に対する伝達境界の基本的性質を更に検

討するため，もっとも簡単な 1 自由度をもつマ

ス-バネ系モデルを用いて線形系と仮定し，無限

連続体としての伝達境界を定式化し考察と検証

を行った．さらにそれに基づいて地動を考慮す

るときの定式化に対して検討した． 

 

2． 波動伝播の条件 

コンクリート連続高架橋のような構造物にお

ける相互作用を考慮する境界条件を定式化する

ため，波動伝播の条件を定義する必要がある．

本研究では明瞭な理解のため図-1 のような無限

に続く一様なマス-バネ系モデルを考える．この

中から任意の質点 1−r , r , 1+r を取り出し，質点

r に着目して運動方程式を立てると，次式となる． 

k k k k

r-1 r r+1
m m m

k k k k

r-1 r r+1
m m m

 

図-１ マス-バネ系モデル 
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図-2 領域 L,R の境界面における節点力 
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この式は，考慮している無限のマス-バネ系のど

の部分についても，r を変更することによって成

り立つ式である．この式の変位は角振動数によ

って表すことができ 3)，ある振動数ωに対し
tir

r eux ωη= の波動解が存在すると仮定する．こ

こで，u は水平方向の複素変位振幅である．同様

に r-1, r+1 番目の質点においても各々の波動解
tir

r eux ωη 1
1

−
− = ， tir

r eux ωη 1
1

+
+ = が存在する．こ

れらの解を式(1)に代入して整理すると， 

( ) ( ) ( ){ } 0222 =−++−+− ukkmk ωηη    (2) 

0=u 以外の解を持つ条件から，角振動数ωに対

して， 0)()2()( 22 =−++−+− kkmk ωηη を満たす

固有値ηを求めると， 

k
kkmkm

2
4)2()2( 2222 −−±+−

=
ωω

η    (3) 

式(3)からω と mk / との関係によって波動のタ

イプが次のように決められる． 

  (1) mk /42 <ω の場合 

この場合は根号の中が負になりη は複素数に

なる．したがって，指数関数 φη iea ±⋅= で表すこ

とができる．ただし， 
22 )Im()(Re( ηη +=a ， )/)(Re(cos 1 aηφ −=  

よって， )( φωωφ rtirtiirr
r eaueeaux ±± ⋅=⋅⋅=  (4) 

式(4)で表す波は x 方向に位相速度 φω / で伝播す

る定常な波である．指数部の符号は左から右方

向が(-)である． 

  (2) mk /42 =ω の場合 

 この場合は 1−=η であるので， a=η と置くと，

任意の質点変位 rx は次のようになる． 
tirtir

r eaueux ωωη ⋅=⋅=      (5) 

これは，固有振動数で発生する波であり，standing 

wave と言う ．図-1 のモデルではある質点と隣

接する質点の位相が逆になるモードである． 

  (3) mk /42 >ω の場合 

 この場合，η は 2 つの実数の解を持つ．また，

その 2 つの解 21,ηη は互いに逆数の関係にある． 

Q 式(2)から 01/)2( 22 =+−+ kkmωηη  
121 =⋅∴ ηη  

従って，解η は次のように表すことができる． 
φη ±⋅= ea  

ただし，η の値は負になるので a は-1 となる．

指数部の符号はケース(1)の場合と同様に左か

ら右方向が(-)である．従って， 
tirr

r eeaux ωφ ⋅⋅= ±       (6) 

これは伝播しない波であり，exponential mode と

言う．以上の 3 つの波動タイプは，φ の値の条

件によって，式(4)の 1 つの式で表すことができ

る．ここで， a の役割は非常に重要である．そ

のときの伝播条件は次のようである． 

・ φが虚数の場合， mk /42 >ω ：伝播しない． 

・ φが 0 の場合， mk /42 =ω ：standing wave 

・ φが実数の場合， mk /42 <ω ：伝播する． 

 

3． 伝達境界の定式化 

伝達境界を設定する方法は，式(4)のように表

される波動が左右それぞれの方向に伝播すると

きの，領域 R と解析領域Ωの境界面における節

点力( R
RQ ， L

RQ )と，領域 L と解析領域Ωの境界

面における節点力( R
LQ ， L

LQ )を求め，その反力

を解析領域Ωに作用する外力として与えること

である．図-2 のモデルにおいて，領域 R の r-1

番目の節点における水平方向の節点力と節点変

位の関係式は次式のように表すことができる． 
)( 11 rrr xxkf −= −−           (7) 

ただし，r-1 点における慣性項は解析領域Ωの中

に取り込んでおく必要がある．ここで，正（右）

の方向に波動が伝播した時の節点力を，複素節

点外力振幅を用いて次式で表すこととする． 
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tiR
Rr

R
R effQ ω⋅== −1        (8) 

複素節点外力振幅の上付文字は波動の伝播方向

を，下付は領域を表す．式(4)に表される右方向

に波動が伝播するときの変位 x と，式(8)で表さ

れる節点力 f を式(7)に代入すると， 

)( )1(1 φωφωω irrtirirtitiR
R eaueeauekef −−−− −=⋅  (9) 

式(7)には場所を表す変数r を含んでいる．r=1 と

すると、 
R
RR

iiR
R uRukaekaeukf ⋅=−=−= −− )()1( φφ (10)

同様に左方向に波動が伝播するときは 
L
RR

iiL
R uLukaekaeukf ⋅=−=−= ++ )()1( φφ  (11)

領域 L の番号を右から付けて同様に求めると， 

( ) L
LL

iL
L uLukaekf ⋅=⋅−= − φ        (12) 

( ) R
LL

iR
L uRukaekf ⋅=⋅−= + φ        (13) 

 

4． 全体の運動方程式 

図-1 のモデルの解析領域Ωにおける運動方程

式は節点相対変位を Ω}{x ，節点外力を Ω}{Q とす

れば次のように書ける． 

ΩΩΩΩΩΩΩ =++ }{}{][}{][}{][ QxKxCxM &&&  (14)

振動数領域で解析する場合において， Ω}{x と

Ω}{Q は複素変位振幅を Ω}{U ，複素節点外力振

幅を Ω}{P とし，調和振幅の角振動数をωとする

と，各々 titi ePQeUx ωω
ΩΩΩΩ == }{}{,}{}{ と表す

ことができる．よって，式(14)は 

ΩΩΩΩΩ =−+ }{}){][][]([ 2 PUMCiK ωω  (15) 
上式ではエネルギー伝達境界を考慮していない．

波動伝播のみを考慮した時の，解析領域Ωに接

する，領域 R と領域 L の境界面における力は 
L
RR

R
RR

L
R

R
RR uLuRfff +=+=  

L
LL

R
LL

L
L

R
LL uLuRfff +=+=  

よって，これらの反力を領域 L，R に接する解

析領域 Ω の境界面に，それぞれ外力として与え

ると，解析領域Ω における運動方程式は， 

[ ] [ ]{ }{ } { } LR ffPUMK −−=− ΩΩΩΩ
2ω  

{ } [ ] { } [ ] { } [ ] { } [ ] { }R
LL

L
LL

L
RR

R
RR URULULURP −−−−= Ω  

(16) 

ここで，境界上における変位振幅に注目すると，

領域 L 側の境界上の変位振幅 { } { }( )R
L

L
L UU + は，

{ }ΩU の最初の項の位置を同じ値で占めることに

なるので，[ ] { } { }( ) [ ] { }Ω=+ ULUUL L
R
L

L
LL と書ける．

領域 R 側も同様にして，式(16)に代入すると，次

式が求められる． 
[ ] { } { } [ ] [ ]( ){ } [ ] [ ]( ){ }R

LLL
L
RRR URLULRPUK −+−+= ΩΩΩ  

(17) 
ただし，[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]LR LRMKK ++−= ΩΩΩ

2ω である． 

 

5． 検証 

5.1 波動伝播の条件について 

  (1) mk /42 <ω の場合 

図-3 に示すような，左右側に伝達境界をもつ

単一質点の解析領域について検討した．波が右

から入射して，左へ抜けて行く場合を考える．

(17)式において，入射波の振幅を 0, == R
L

L
R uwu

とすると全体の運動方程式は， 

uekekm ii )]1()1([ 2 φφω −− −+−+−   

         wekek ii )]1()1([ φφ −−−= −      (18) 

ここで， φφφ sincos ie i ±=± を代入して整理する

と，式(18)の左辺は次のようになる． 

ukikkm ]sin2cos22[ 2 φφω +−+−  

kkm 2/)2(cos 2 +−= ωφ であるので， 

wkiuki )sin2()sin2( φφ =  
wu =∴  

u と wは複素振幅であるので，同じ振幅および，

同じ位相で振動することが分かる．また，
RL uuu += で左へ行く波と右へ行く波の両方が

存在するが wu L = なので 0=Ru となり，右へ行

く波は存在しない． 

次に，図-4 に示すような，伝達境界を設けた

4 質点系について検討を行った．解析条件はマス，

バネが一様で伝播する波にした．すなわち， 

0.15,0.10,0.1000 === ωmk  
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図-3 1 質点の解析領域モデル 
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図-4 4 質点の解析領域モデル 
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図-5 変位の時刻歴応答 

右の境界に入射する波を，振幅u が 7.0 の余弦波

tu ωcos とすると，その複素振幅 L
Ru}{ と各質点

の複素変位振幅 Ω}{u は 
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図-5 は， Ω}{u を時刻歴で表したグラフである．

この複素振幅 Ω}{u を次の一般式で書くことがで

きる． 

)cos()( φω ⋅−⋅= itutxi     (19) 
ここで， 3,2,1,0=i であり，入力波が正弦波

tu ωsin の場合についても同様に一般式が求め

られる．即ち，右の伝達境界から入った波は振

幅を保ち，位相をφ ずつ変化しながら伝播する

ことが分かる． 

  (2) mk /42 =ω の場合 

 先と同様に，図-4 に示す伝達境界を設けた 4

質点系について検討を行った．条件は(1)の場合

と同じで，入力波の角振動数のみを変える

（ 0.20=ω ）．求められたその複素振幅 L
Ru}{ と各

質点の複素変位振幅 Ω}{u は 
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この結果で2章の(2)で言及されたように各質点

が隣の質点と逆位相で振動することが分かる．

これは，共振の現象を表すものであると考えら

れる． 

  (3) mk /42 >ω の場合 

 0.25,0.10,0.1000 === ωmk の条件で実際に

計算してみると， 0.4,25.0 21 −=−= ηη になり，

各質点の複素変位振幅 Ω}{u は 





















⋅=





















−

−

=Ω

0
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/1
/1
/1
/1

7

)0.0,0.7(
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}{

η
η
η
η

u  

この結果から質点の振幅はその位置に従って η

のn 乗に比例して減少する．これは解からも予想

できる．また，波動式に虚数部がないことから，

伝達しない波であることが分かる． 

5.2 片方のみに伝達境界を設けた場合 

片方のみに伝達境界を設けた場合は入った波

が反対側に抜けることができず，伝達境界がな

い側の最外縁の質点から波が帰ってくるはずで

ある．例えば，図-6 のモデルを考えると式(19)

から，質点 0,1,2,3 の左から右方向に行く波の式

は，入力波が余弦波の場合，次のように表すこ

とができる． 

)0cos(0 −= tux ω ， )cos(1 φω −= tux  

)2cos(2 φω −= tux ， )3cos(3 φω −= tux  

一方，反射波の波動式は 3x から 1 位相分遅らし

て，次式で表すことができる． 

)4cos(43 φω −==′ tuxx  

)5cos(52 φω −==′ tuxx … 

解析領域の最終的な波の波動式は，入力波と反

射波の和で表すことができる． 

)2/5cos()2/7cos(2000 φωφ −=′+= tuxxxt  

)2/5cos()2/5cos(2111 φωφ −=′+= tuxxxt … 

従って，これらの合成波の波動式は次の一般式

で書くことができる． 







 −

−



 +−

= φωφ
2

12
cos

2
1)(2

cos2
n

t
in

uxi  

ここで，n は全質点数，i は求めようとする質点

の番号 ,...3,2,1,0=i である．図-7 に質点 0=r にお

ける入射波の波形 0x と反射波の波形 0x′ とそれ

らの合成波の波形 0xt を示す． 

一方，図-6 のモデルに本研究で定式化した伝 

mmm
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R
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図-6 片方のみに伝達境界を設けた4質点モデル 
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図-7 入力波と反射波の合成 

達境界を左端のみに適用して，各質点の複素変

位振幅を実際に求めると，次のようになる． 
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これらの複素変位振幅を波動式で表すと先ほど

論じた合成波の式と等しい．以上で議論したこ

とは時間領域の解析でも確認することができる．

しかし，時間領域の解析では左右に伝播する波
R
L

L
R uu , の定義ができず，外力波をトータル変位

でしか表すことができない．従って，正確な意

味の比較は困難であるが，質点を適当な数で並

べると，入ってきた入力の波が反射し，またも

う一度入ってくる時間（入ってきた波が自由端

の質点に到達する時間の 3 倍）の間ではおおよ

その比較ができると考える．著者らは実際の時

間領域の解析で，各質点が周波数領域解析の複

素変位振幅の絶対値で振動することを確認した． 

 

6． 地動を考慮するときの定式化 

6.1 波動伝播の条件 

本節では図-8 に示すように，地動を考慮に入

れるため図-1 のマス-バネモデルに質点ごと独

立バネ k ′ を設けた場合を考える．2章と同様に，

質点 r に着目して運動方程式を立てると， 

0)()( 112

2

=′−−+−−− +− kxkxxkxx
dt

xd
m rrrrr

r  (20) 

ある振動数ω に対する波動解 tir
r eux ωη= を式

(20)に代入すると，次式(21)が得られる． 

k k k k k

r-1 r r+1

k′

mm m

k′k′ k ′

k k k k k

r-1 r r+1

k′

mm m

k′k′ k ′  

図-8 地動を考慮したマス-バネ系モデル 
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図-9 波の伝播条件 

0})2({ 22 =+′−−+ ukkkmk ωηη    (21) 
0=u 以外の解を持つ条件から，角振動数ωに対

して，式(21)を満たす固有値η を求めると， 

k
kkkmkkm

2
4)2()2( 2222 −′−−±′++−

=
ωω

η

   (22) 

根号の中は次のように書き直せる． 

)4)(( 22 kkmkm −′−′−= ωωξ     (23) 

2章と同様に式(23)の条件によって波動のタイプ

が変わるが， a の役割に関して注意しなければ

ならないことがある．横軸を 2ωm ，縦軸をξ に

して式(23)をプロットしたものを図-9 に示す．

このグラフを用いて，各条件による波動のタイ

プに関して説明する． 
  (1) 0<ξ の場合 

この条件を満たすのは図-9 に示す(a)の場合で

ある．すなわち，条件 kkmk 42 +′<<′ ω の場合

である．これは 2 章のケース(1)と同様に，根号

の中が負になりη は複素数になる．したがって，

指数関数 φη iea ±⋅= で表すことができる． 

よって，地動を考慮しないときの波動解，すな

わち式(4)が表す x 方向に位相速度 φω / で伝播す

る定常波であることがわかる．指数部の符号は

左から右方向が(-)である． 

  (2) 0=ξ の場合 

 この条件を満たすのは図-9 に示すように(b)と

(c) ２つの場合がある． (b) の場合,すなわ
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ち, km ′=2ω の場合は,η の値が正になり, a が

1 になる.また, (c) kkm 42 +′=ω の場合は,η の

値が負になり,a が-1 になる.この場合も 2 章の

ケース(2)と同様に， 1,1 −=η であるので， a=η

と置くと，任意の質点変位 rx は式(5)と等しくな

る． 
  (3) 0>ξ の場合 

 この場合，η は 2 つの実数解を持ち，また，

その 2 つの解 21,ηη は互いに逆数の関係にある

のは 2 章のケース(3)と等しい．しかし，条件（d）

km ′<2ω の場合は,η の値が正になり,a を+1

にしなければならない. 条件(e) kkm 42 +′>ω

の場合は,η の値が負になり,a が-1になる.従っ

て，解η は式 φη ±⋅= ea と表すことができる．よ

って， rx は式(5)と等しくなる． 

以上で，地動を考慮するとき注意しなければ

ならないのは，図-8 のモデルにおいては standing 

wave を起こす角振動数は 2 つ存在することと，

同じ条件 0>ξ でも図-9 の条件(d)，(e)に区別す

るべきであることが分かった． 

6.2 伝達境界の定式化 

地動を考慮する場合は地盤連結バネ k ′ が加わ

るが，伝達境界面におけるバネ k ′ は質量m と一

緒に解析領域に取り込むことで，伝達境界マト

リクスは地動を考慮しない場合と等しくなる． 

6.3 全体の運動方程式 

 図-8 に示すモデルの解析領域Ωにおいて地盤

から地震加速度が入射した場合の運動方程式は，

地動を Ω}{ 0x&& とすれば，次のように書ける． 

ΩΩΩΩΩΩΩΩ =+++ }{}{][}{][)}{}({][ 0 QxKxCxxM &&&&&

(24) 

地動の複素変位振幅を Ω}{ 0u とすると， 
tieux ω

ΩΩ = }{}{ 00&& と表すことができ，解析領域

Ωにおける運動方程式は， 

ΩΩΩΩΩΩ +=−+ }]{[}{}){][][]([ 0
22 uMPuMCiK ωωω

(25) 

また，地動による地盤からの入射加速度振幅を

Ω}{ 0a とすると，式(25)は次式となり， 

ΩΩΩΩΩΩ −=−+ }]{[}{}){][][]([ 0
2 aMPuMCiK ωω  

(26) 

結局のところ，式(27)が得られる． 

[ ] { } { } [ ]{ }ΩΩΩΩ −= 0aMPUK  

[ ] [ ]( ){ } [ ] [ ]( ){ }R
LLL

L
RRR URLULR −+−+   (27) 

ただし，[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]LR LRMCiKK ++−+= ΩΩΩΩ
2ωω  

 

7． 終わりに 

本研究ではもっとも簡単な 1 自由度のマス-バ

ネ系モデルを用いて，エネルギー伝達境界を定

式化し，基礎的な考察や検証を行い，その妥当

性を確認することができた． 

伝播の条件になるω と mk / の関係は，応答す

る波のタイプであり，伝播しない波であっても

解析で無視することはできない．また，波動の

一般解に存在する a の値は同じ伝播の条件でも，

その符号が異なるので非常に重要な意味を持ち，

伝達境界の式に取り込まなければならない． 

地動を考慮するときの定式化には解析領域の

みに地動を考慮しており，領域 L,R については

地動を考慮していない．実際に地震がきた場合

を考えると，広い範囲に建てられているすべて

のコンクリート連続橋梁に地震動が一様にかか

るとは言えない．無限の領域の一部に外力が作

用すると，そのエネルギーは左右の無限の領域

に逸散すると考えられる．今後は今回議論した

伝達境界を基に，周波数成分の合成からなるラ

ンダム振動に関して，現在の研究を拡張し，半

無限に連続するコンクリート高架橋における逸

散減衰を評価する方針である． 
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