
論文　圧力依存性を考慮したフレッシュコンクリートの流動解析に関する研究
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要旨：本研究は，フレッシュコンクリートの流動性状が，圧力依存性を有する場合の粘塑性

構成式を超過応力理論を用いて導いた。ここでは，圧力依存性を考慮するためにDrucker-

Pragerの降伏条件を用いている。関連流れ則と非関連流れ則を適用して導いた構成式を理論

的に考察したところ，非関連流れ則の方がフレッシュコンクリートの流動特性を表すのに適

切と判断した。得られた粘塑性構成式を運動方程式に適用し，粘塑性有限要素法を用いてス

ランプ試験を対象に流動解析を行ったところ，圧力依存性の効果が確認された。
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1.　はじめに

　フレッシュコンクリートの流動特性は非常に

複雑である。例えば，レオロジー試験において

せん断ひずみ速度が大きくなると，軟化(ある

いは硬化)性状を呈してビンガムモデルから乖

離する場合があったり，流動曲線の往路と復路

で流動特性が変化する履歴現象が生じる。これ

ら現象は，フレッシュコンクリート内部の粒子

間の構造変化が進む事が一因と考えられる。

　筆者らは，このように複雑なフレッシュコン

クリートの流動特性を表す粘塑性構成式を超過

応力理論を用いて導き文献1)に示した。しかし，

この文献においては，構成式の導出に際して

Mises の降伏条件を用いており，降伏条件が圧

力依存を受けないモデルであった。

　コンクリートは細骨材や粗骨材など多くの固

体粒子を含んでおり，これらの相互干渉により

摩擦が生じ，フレッシュコンクリートの流動特

性に影響を与えると考えられる。ところで，固

体間の摩擦力が圧力で変化することはクーロン

の摩擦理論から推測される。従って，フレッ

シュコンクリート中の骨材間の摩擦力も圧力に

より変化し，その流動特性も圧力の影響を受け

ると考えられ，実際に多くの実験においても圧

力依存性のあることが報告されている2)。圧力

依存性を降伏条件に考慮した先駆的な解析的検

討が文献3)で行われているが，文献3)では流れ

則を含む粘塑性構成式の十分な検討や，材料非

線形性を考慮した流動解析は行われていない。

　そこで，本研究ではDrucker-Pragerの降伏

条件を用いて，関連流れ則および非関連流れ則

を適用し，降伏条件や塑性粘度が圧力依存を受

ける粘塑性構成式を超過応力理論より導いた。

そして，関連流れ則と非関連流れ則の両者によ

る粘塑性構成式を理論的に考察・検討し，実際

のフレッシュコンクリートの流動状態に適合す

ると考えられる方を採用した。

　さらに，本研究では採用した粘塑性構成式を

運動方程式に適用し，材料非線形性を考慮した

粘塑性有限要素法を用いた数値解析によりスラ

ンプ試験を対象に流動解析を行った。そして，

解析で得られた知見を基に，フレッシュコンク

リート流動特性の圧力依存性について考察した。

　

2.　粘塑性構成式について

2.1　Perzyna 型の超過応力理論

　Perzyna4)は，粘塑性ポテンシャルQによる

流れ則が成り立ち，粘塑性ひずみ速度が降伏値
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を越えた応力，即ち超過応力に比例するとして，

次式を提案した。

ここで，γは実験定数，Fは降伏関数，φは超

過応力を表すFの汎関数である。̇ε ij
vpは粘塑性ひ

ずみ速度，τ ijは応力を表し，＜・＞はMacauley

括弧で，次式のように流動状態の変化を表す。

2.2　降伏関数

　本研究では，降伏関数として以下に示す圧力

依存性を有するDrucker-Pragerの降伏関数を

採用する3)。

ここで，αは正の定数 , J ii1 = τ , ′ = ′ ′J ij ij2 2τ τ / であ

る。なお， ′τ ijは偏差応力を表す。

　式(3)においてα =0 の場合，F J y= ′ −2 τ とな

り，Misesの降伏関数となる。

2.3　関連流れ則による粘塑性構成式

　王・井上5)らは，粘塑性ひずみ速度 ε̇ ij
vpが超過

応力そのものに依存するものとし，降伏値が無

視できるニュートン流体等にもPerzyna型の粘

塑性構成式の適用を可能にした。ここでは，王・

井上らの考え方を採用し，流動時(F>0)にφ(F)

=Fとした。また，関連流れ則を適用し，粘塑性

ポテンシャルQにDrucker-Pragerの降伏関数

(式(3))を用いて，式(1)より流動時の粘塑性ひず

み速度を以下の様に求めた。

　式(4)右辺の偏微分項は式(5)の様に展開され

る。式(5)のδ ijはクロネッカーデルタである。

　式(5)にて式(4)を書き直せば次式となる。

　式(6)を応力 ′τ ij- 粘塑性ひずみ速度 ε̇ ij
vpの関係

に書き直すと式(7)となる。この式が，フレッ

シュコンクリートの流動時の粘塑性構成式であ

る。

ここで，実験定数γの逆数1/γは塑性粘度ηに

相当する。

　ところで，分散系流体が変形する時，その体

積を増加させる場合があり，ダイラタンシーと

称される。この現象は，流動により分散系内の

粒子の配列が変化，もしくは乱されることによ

り体積が増加するとして説明される6)（図-1(a)-

(b)参照）。しかし，フレッシュコンクリートの流

動の様に流動時間が長く，流動が進行する場合

（図-1(b)-(c)参照）は，流動開始直後の僅かな

時間の間に体積増加の起こる可能性があるが，

その後の流動中に体積増加が永続する事は考え

にくく，その増加量も大きくないと推察される。

　粘塑性ポテンシャルQにDrucker-Pragerの

降伏関数を用い，関連流れ則を適用した粘塑性

構成式(式(7)もしくは式(6))においては，体積ひ

ずみ速度 ε̇ ii
vpが次の様に導かれる。

　式(8)において，αおよび流動時の超過応力

(α τJ J y1 2+ ′ − )はともに正値であるため，体積ひず

み速度は ε̇ ii
vp>0で膨張の方向にある。従って，粘

塑性体が流動状態にあれば，その体積は永続的

に膨張する事になる。しかし，前述の様に流動

中に体積が膨張し続けることは考えにくく，そ

のような実験報告も筆者の知る限りない。

　この体積膨張の原因は，粘塑性ポテンシャル
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図-1　分散系の体積変化概念図
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流動の進行方向
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QにDrucker-Pragerの降伏関数を用いたこと

にある。そこで，次節では圧力依存性を考慮し，

かつ，体積変化が生じないよう，φ(F )には

Drucker-Pragerの降伏条件を用い，粘塑性ポ

テンシャルQにはMisesの降伏関数を適用する

非関連流れ則による構成式の導出過程を示す。

2.4　非関連流れ則による粘塑性構成式　

　Drucker-Pragerの降伏条件を用い，粘塑性

ポテンシャルQにはMisesの降伏関数を採用す

れば，流動時の粘塑性ひずみ速度 ε̇ ij
vpは式(1)よ

り次の様に導ける。

ここで，f Jy( )= −τ α 1 は圧力により変動する降

伏値を表す。

　いま，式(9)に式(10)で表す汎関数gを導入す

ると式(11)となる。ここで，µ γ= 1/ gである。

　粘塑性ひずみ速度 ε̇ ij
vp の第 2 次不変量が

′ =J ij
vp

ij
vp

2 2ε ε ε˙ ˙ / で表せること，および偏差応力

の第2次不変量が ′ = ′ ′J ij ij2 2τ τ / であることより，

式(11)から次式の関係が導ける。

　上記の式(12)において両辺の平方根をとると，

′ = ′ =J J2
2

24µ µε Πとなる。ここで，Π = 2 ˙ ˙ε εij
vp

ij
vpであ

る。これを，式(10)に代入し，関数gの逆数を

求めると次式となる。塑性粘度η γ= 1/ である。

　式(13)より，式(11)は以下の様に整理される。

　上式において，塑性粘度ηを定数ではなくて，

圧力依存性があるものとしてη η βJ J1 1= − とする

と構成式は次式となる。

3.　運動方程式と粘塑性有限要素法の概要

　本研究では，コンシステンシー試験として代

表的なスランプ試験を解析の対象とした。スラ

ンプ試験の流動状況は軸対象問題で表せる。そ

こで，ここではフレッシュコンクリートの運動

方程式を軸対称問題で扱い，その解法に粘塑性

有限要素法を用いた。

　本研究における，粘塑性有限要素法の特徴は

剛塑性有限要素法における[D]
g
マトリックスに

塑性粘度の影響を考慮した[D]
vp
マトリックスを

用いることであり，解法そのものは剛塑性有限

要素法7)と変わりない。なお，[D]
vp
は応力-粘塑

性ひずみ速度関係を表すマトリックスである。

　以下の各節において，本研究で用いた粘塑性

要素の[D]
vp
マトリックスの特徴，運動方程式，

メッシュ分割および境界条件について記述する。

3.1　[D]
vp
マトリックスの特徴

　せん断応力τとひずみ速度 ε̇の関係を図-2に

示す。図中のせん断応力軸に直交する直線(a)が

剛塑性体のせん断応力 -ひずみ速度関係を表し

(但し，σ τ= yとした場合)，傾斜した直線(b)はビ

ンガム流体のせん断応力 -ひずみ速度関係を表

す。ここでは，図表示の簡略化の為，降伏値と塑

性粘度は一定値のτ yおよび 2ηで示す。

　図-2において，直線(a)，(b)の幾何学的な関係

(ω η θi i= +2 )より，ビンガム流体のせん断応力

τとひずみ速度 ε̇の関係が次のように導ける。

ここで，i=1,2，・・・。また，θiはひずみ速度に

より変化する値で，一種の粘性である。
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　一般化した粘塑性構成式においても式(16)の

関係は満たされなければならない。これを以下

に示す。

　塑性粘度ηJ1に係わる応力 τ η
ij は式(17)で表さ

れ，剛塑性に係わる応力τ ij
gは式(18)で表される7)。

ここで，相当応力σ は f Jy( )= −τ α 1 と見なすこ

とができることより，式(18)は次式のように展

開できる。

　粘塑性は，塑性要素と粘性要素の並列モデル

で表せることより，上式のひずみ速度 ε̇ ijは粘塑

性ひずみ速度 ε̇ ij
vpと等しい。式(17), 式(19)の加

算が一般化した粘塑性偏差応力となり，これは

超過応力理論より導いた式(14)に一致する。

　以上より，粘塑性体の[D]
vp
マトリックスは剛

塑性の[D]
g
マトリックスに塑性粘度による応力

増分の影響を加え合わせることで得られること

が分かる。次式には，[D]
vp
マトリックスを具体

的に示す。ここで[D]
vp
マトリックスは，軸対象

問題であり，体積変化が無い条件(非圧縮条件)

を満たすために偏差成分と体積成分に分け，体

積成分に非常に大きなペナルティ数8) ζ =( )1010

を乗じた。

3.2　運動方程式とその離散化 8)

　軸対象問題の運動方程式は次式で表される。

ここで，


∂

∂

u

D
：実質微分 ,ρ：密度(kg/m3)

u，v：z 方向および r方向の流速(m/s)

 τ ij：応力，G：体積力

　なお，本解析では，式(21)の実質微分項の非

線形加速度項を省略し，線形部分の加速度項の

みを考慮した。

　式(21)の右辺は有限要素法により離散化し，

左辺の加速度項(線形部分)については線形加速

度法で離散化すると次式となる。

ここで，

　[C]：質量マトリックス

[K]：粘塑性マトリックス

　u：節点速度，t：時刻，Δ t：時間刻み

　本解析では，質量マトリックスを集中化質量

マトリックスとして用いた。要素には4節点ア

イソパラメトリック要素を使用し，ペナルティ

数に起因するロッキングを防ぐため，偏差応力

に関する粘塑性マトリックス部分ではガウス数

値積分点を2× 2とし，平均応力に関する粘塑

性マトリックス部分ではガウス数値積分点を１

とする選択低減積分を用いた。また，図-2や式

(14)等から理解されるように，[D]
vp
マトリック

スは一種の材料非線形性を有している。そこで，

本解析では，非線形剛性方程式の解法として直

接反復法を用いた。

　本解析では選択低減積分を用いているため平

均応力は要素中央のガウス点でしか求められな

い。従って，J
1
の値は要素中央で求めた。

　粘塑性ひずみ速度が流動限界値(Πc)以上の要

素は流動状態とし，Πc未満の要素は不動状態と

した(図-4参照)。そして，全ての要素の粘塑性

ひずみ速度が Πc未満のとき流動停止と判断し

た。ここで，流動状態と不動状態の境界となる

流動限界値(Πc=0.1(1/s)）は，解析において流

動停止までに要する時間が実際のスランプ試験
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で体験される時間に近くなり，かつ，ビンガム

モデルから大きく乖離しないように設定した8)。

　本解析では，粘塑性ひずみ速度 ε̇ xy
vp が零であ

ると応力 τ ijが不定となり解析が行えない。そこ

で，不動状態の場合( ε̇ xy
vp<Πc )は，フレッシュコ

ンクリートを非常に高い粘性の流体モデル(図-

4参照）とし，微少ひずみ速度を与えることで近

似的な不動状態とした。

3.3　メッシュ分割と境界条件 8)

　図-5には本解析で用いたメッシュ分割図を示

す。境界条件は，対象軸上では鉛直方向を自由

滑り条件とし，底面では固着条件とした。また，

流動する事によって，自由表面上の節点が底面

に達した場合は，その節点を固着条件とした。

4.　解析条件と解析結果およびその考察

　本解析では，圧力が降伏値および塑性粘度に

及ぼす影響を与える係数α，β値を各々0.00(圧

力依存なし)，0.01,0.10と変化させ，その効果

を考察した。表-1には本解析の入力パラメータ

を一覧にして示す。ここで，降伏値は圧力依存

性がないモデル(α，β値が0.00）において，ス

ランプ9〜 18cm程度の一般的な土木・建築用

のフレッシュコンクリートのスランプ値を再現

するように設定した。塑性粘度は，圧力依存性

がないモデルで流動停止時間が4秒前後の値と

なるよう設定した。

　図-6(a)，(b)，(c)，(d)には，表-1のA，B，C，

D各シリーズのスランピング曲線を示す。各シ

リーズとも塑性粘度および降伏値が圧力依存を

受けることで，スランピング速度が緩やかにな

り，かつ，スランプ値が小さくなる。また，ス

ランプ停止時間も圧力依存を考慮する事で短く

なっている。これらの低減効果は，圧力依存性

の影響を与える係数α，β値が大きくなるほど

明瞭に現れる。

　図-7にはスランプ値と降伏値の関係を示す。

この図において，α，β値が0.00(圧力依存性な

し)と0.10(圧力依存性考慮)のスランプ値の計算

結果を比較すると，圧力依存性を考慮した場合

は，考慮しない場合に比べて降伏値が約350〜

400Pa 程度上昇したのと同じ効果を持ってい

る。従って，レオロジー試験において，圧力依

存性を考慮した測定は重要であると考える。

　今回の解析においては，係数αとβを同一と

したが，実際は異なることも考えられる。また，

圧力依存性がα，βの1次関数としたが，べき

乗関数等である場合も考えられる。これらにつ

いての検討は，今後の課題としたい。

不動状態

流動状態

高粘性流体モデル

図-4　流動限界の概略

せん断
応力 ′τ xy

粘
塑
性
せ
ん
断

ひ
ず
み
速
度
ε̇ x
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c

モデル名
降伏値

(Pa)

塑性粘度

(Pa・s)
α β

A-1 750.0 250.0 0.00 0.00

A-2 750.0 250.0 0.01 0.01

A-3 750.0 250.0 0.10 0.10

B-1 1000.0 500.0 0.00 0.00

B-2 1000.0 500.0 0.01 0.01

B-3 1000.0 500.0 0.10 0.10

C-1 1250.0 750.0 0.00 0.00

C-2 1250.0 750.0 0.01 0.01

C-3 1250.0 750.0 0.10 0.10

D-1 1500.0 1000.0 0.00 0.00

D-2 1500.0 1000.0 0.01 0.01

D-3 1500.0 1000.0 0.10 0.10

表-1　解析パラメータの一覧表

図-5　メッシュ分割図
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　5.　まとめ

　本研究では，降伏条件にDrucker-Pragerの

降伏関数を用い，粘塑性構成式に圧力依存性を

考慮した。粘塑性ポテンシャルQにDrucker-

Pragerの降伏関数を用いた関連流れ則の場合，

流動時に体積が増加し続けることになり，実際

のフレッシュコンクリートの流動状況とは異な

ることが予想された。そこで，流動中の永続的

な体積増分はないと考え，粘塑性ポテンシャル

QにMisesの降伏関数を用いる非関連流れ則を

採用し，非圧縮条件を満たした。

　得られた粘塑性構成式による運動方程式を粘

塑性有限要素法にて離散化し，スランプ試験を

対象に幾つかのパラメータで数値解析を行った

ところ，圧力依存性の効果が確認された。
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図-6　圧力依存性によるスランピング曲線の変化

図-7　圧力依存性によるスランプ値の変化
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