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要旨：本研究において，剛体バネモデル解析法を用いた，モルタルの凍結融解時の変形挙動

の解析方法を開発した。その手法は，固相，液相，気相の 3 相を考えた熱水分同時移動方程

式に基づきモルタル内の温度，水分量，氷の量（含氷率）を求め，得られた温度と氷の膨張

によるひずみを初期ひずみとして剛体バネモデル解析法に引き渡し，モルタルの凍結及び融

解時の変形挙動を求めるものである。 
キーワード：凍結融解，熱・水分同時移動方程式，化学ポテンシャル，含氷率，RBSM 

 
 
1. はじめに 

 近年，剛体バネモデルを用いたメソスケール

解析法のコンクリート部材の耐久性問題への有

用性が示されつつある 1)2)。本研究において，剛

体バネモデル解析法によるモルタルの凍結融解

挙動の予測を試みる。 

常温下での塩分浸透問題や乾燥収縮問題では，

物質移動を拡散方程式により表現する方法が一

般的である。しかし，凍結融解のように，温度

が刻々と変化する状況下での水分移動を論じよ

うとする場合，拡散方程式を利用することはで

きない。そこで，本研究では，気相・液相・固

相の 3 相を考慮できる熱・水分同時移動方程式
3)4)により，モルタル内の温度分布，水分分布，

含氷率を求めることにした。本研究では，熱・

水分同時移動方程式より得られた温度より温度

ひずみを，また含氷率より凍結時の膨張ひずみ

を求め，それらひずみを剛体バネ解析法に初期

ひずみとして与えることにより，凍結融解時の

ひび割れの進展性状や変形性状を再現する解析

法を開発する。 

2. 解析手法 

2.1 物資移動解析 

(1) 熱・水分同時移動方程式 

 実際の現象では温度と水分は，常に影響しあ

っていると考えるのが妥当である。常温下での

塩分浸透問題や乾燥収縮問題では，物質移動を

拡散方程式により表現する方法が一般的である

が，凍結融解のように，温度が刻々と変化する

状況下での水分移動を論じようとする場合，拡

散方程式を利用することはできない。 

本研究では，Fig.1 に示すような水分収支と熱

収支式に基づき誘導した熱・水分同時移動方程

式を支配方程式として用い，モルタル内部の温

度分布と水分分布を求める。その熱・水分同時

移動方程式を式(1)及び(2)に示す。 

 

(1) 

 

(2) 

 

 
ここに，μは水分化学ポテンシャル（J/kg），

ρは各密度（kg/m3），T は温度（℃），C は比熱
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（J/kg℃），t は時間（sec），Ψは含水率（m3/m3），

λは熱伝導率（W/mK），λµはポテンシャル勾配に

よる水分伝導率（kg/ms），λT は温度勾配による

水分伝導率（kg/msK），λTg は温度勾配に対する

気相水分伝導率（kg/msK），λµg はポテンシャル

勾配による気相水分伝導率（kg/msK），R は蒸発

熱（J/kg）である。 
この式では，水分移動に関して，水分化学ポ

テンシャルが用いられており，液相水分につい

ては履歴を考えず，含水率に対応する水分化学

ポテンシャルは一意に定まるとしている。また，

液相と気相の水分は局所平衡しているものと考

えている。式(2)における未知変数は，µ(化学ポ

テンシャル)と T(温度)のみなので，2 つの式を連

立することで任意の時間における温度と水分を

求めることできる。通常，気相と液相の 2 相系

であれば，含水率に対応する水分化学ポテンシ

ャルは一意に定まるが，本研究のように，3 相系

を扱う場合には，含水率により支配方程式を記

述することはできず，化学ポテンシャルが必要

となる。なお本研究では，前進差分により支配

方程式を離散化し数値計算を行った。 
 

(2) 3 相系の移動方程式 

 材料内で水分の凍結や融解が生じる場合は水

分が氷(固体)となるので，3 相系の移動方程式を

用いる必要がある。以下，式(3)，式(4)，式(5)に

3 相系の移動方程式 4)を示す。また，Fig.2 に 3

相系の概念図を示す。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  (3) 

   

(4) 

     

  

 

(5) 

 
ここに，Hliは融解熱，Ψiは含氷率，T0は自由

水の凍結温度(0℃)である。 
式(3)，式(4)は熱・水分同時移動方程式の収支

式に氷の分を足し合わせたものになっている。

このままでは未知数が温度，化学ポテンシャル，

含氷率の 3 つで式が 2 つなので解くことができ

ない。そこで，式(5)を使うことによって式が 3

つとなり解くことができる。式(5)は凍結条件式

と呼ばれ，材料内の化学ポテンシャル µ と凍結

温度の平衡関係式である。凍結条件は化学ポテ

ンシャルが大きいほど，つまり水分が多いほど

凍結しやすい。 

 式(3)，式(4)，式(5)を導出するにあたり，以下

の仮定が置かれている。 

(A)材料内の水分は局所平衡しているものとする。 

(B)材料内の材料実質部の移動速度は 0，すなわ

ち氷の生成による毛細管構造の変形は十分小さ

く，水分移動への影響はない。 

(c)履歴現象，過冷却現象は存在しない。 

(d)液水が凍結する際の体積増は考慮しない。 
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Fig.1  2 相系水分収支の概念図 
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Fig.2  3 相系水分収支の概念図
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さらに，材料内の空隙が氷と水で飽和，もし

くは氷で飽和している場合は水分の移動の条件

を変える必要がある。水と氷で飽和している場

合には気相水分は流入できないが液相水分は流

入できる。したがってポテンシャルを計算する

際は気相水分の方向によって場合分けする必要

がある。また，氷で飽和している場合は気相，

液相ともに流入できないので，気相水分と液相

水分どちらの方向によっても場合分けする必要

がある。なお，飽和状態では，氷の圧力変化が

結氷温度に影響を与えるものとも考えられるが，

本研究では，その影響は大きくないと考えた。 

3 相系の移動方程式を用いて含氷率を計算す

る際も 2 相系のときと同様に前進差分により支

配方程式を離散化し数値計算を行った。 

 
2.2 変形挙動解析 

(1) 剛体バネモデル解析法 

剛体バネモデル解析法（以下，RBSM）は，川

井らによって開発された離散解析手法である 5)。

個別要素法などの一般的な離散解析と比べて，

RBSM は微小変形問題に適している。 

 RBSM では，解析対象は多角形要素に分割さ

れ，各要素の境界面はバネで連結される。各要

素の重心は，鉛直，水平，回転方向に対する 3

つの自由度を持つ。Fig.3 に示すように，要素の

境界面には直方向，せん断方向にバネが連結さ

れている。ここに，kn, ks は垂直バネ，せん断バ

ネの弾性係数である。ひび割れは要素の境界面

に沿って発生するため，要素形状が破壊の進展

方向に影響する。これを避けるため，要素分割

に Voronoi 分割（Fig.4）を用い，要素形状にラン

ダム性を与えた。 

 解析においては，仮想仕事の原理より剛性マ

トリクスを構成し，修正 Newton-Raphson 法を非

線形計算に用いた。各要素に生じる残差力の 2

乗和と内力の 2 乗和との比が 10-5 となったとき

を収束判定としているが，400 回を収束計算の最

大回数と設定しており，繰返し回数が 400 回に

達した時点で次のステップへ移行する。また，

収束計算終了後に各要素に生じている残差力は，

次ステップに足し合わせている。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2) 連結バネの構成則 

長井らは，巨視的な弾性係数，ポアソン比とメ

ソレベルにおける弾性係数，ポアソン比との関

係を定めた 6)。垂直バネおよびせん断バネは，引

張強度または τmax基準に達するまで弾性である。

垂直バネの応力－ひずみ関係を Fig.5 に示す。圧

縮域においては完全弾性となる。垂直バネの応

力が引張強度 ftelem に達したときバネは破壊し，

その後ひび割れ幅に対して線形の軟化挙動を持

つ。本研究では最大ひび割れ幅を 0.03mm とした。

また，原点と結ぶ直線を除荷・再載荷経路とし

ている。せん断バネの応力－ひずみ関係に関し

ては，垂直バネが未破壊の場合は Fig.6 に示す弾

塑性挙動となる。τmaxは垂直バネの状態によって

定められる。垂直バネ破壊後は Fig.7 に示す構成

則に従うものとした。なお，γはせん断変位であ

る。 
 

要素１ 

Fig.3 モデル図 

h1 h2 

kn 
ks 

要素 2 

 

Fig.4 Voronoi 分割図 
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(3) 初期ひずみ 

 本研究では温度と氷の生成による影響を，

RBSM において垂直バネに初期ひずみとして代

入する方法により考慮することとした。ここで

いう初期ひずみとは応力を発生しないひずみの

ことで，周りに拘束されてはじめて応力が発生

するものである。つまり，もしバネの両端が自

由端ならば，バネは伸びもしくは収縮だけを生

じ，応力は発生しない。以下，式(6)，式(7)に本

研究で使用した温度による初期ひずみと含氷率

による初期ひずみを示す。 

 

(6) 

 

(7) 

 
α：線膨張係数，Td：温度差，αi：凍結ひずみ

係数， iψ ：含氷率 

 

本来，凍結による初期ひずみは過冷却水の移

動による収縮などにより，式(7)の様な含氷率と

線形関係を示さないと予想される。本論文では，

線形関係にあると大胆に仮定して計算した。線

膨張係数は一般によく用いられている 10µ/℃を

使用した。αi は 6250µとした。なお，バネに入

力する際には含氷率による初期ひずみ εi と温度

による初期ひずみ εT を線形に足し合わせた。含

氷率による初期ひずみのバネへの入力方法は

Fig.8 に示すように氷ができた要素につながって

いるすべてのバネに一様に入力した。また温度

による初期ひずみの入力方法は，まずバネの温

度をつながっている 2 つの要素の温度を平均化

して計算し，バネの温度の初期値からの温度変

化を Tｄとしてひずみを計算して，バネに入力し

た。 

 
 

            
            

 
 
 
 
 
 
 
 

τ 

γ 

τmax 

Compression stress increase 

Compressive stress decrease 

Fig.6 せん断バネモデル 

Fig.5 垂直バネモデル 
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Fig.7 モルタルの τmax 構成則  
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Fig.8 含氷率による初期ひずみの入力
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3 モルタルの変形挙動解析 

(1)解析概要 

 解析に用いたモルタル供試体を Fig.9 に示す。

供試体サイズは 100(mm)×100(mm)であり，

Voronoi 分割による総要素数は 400(20×20)個で

ある。本解析では，上表面に Fig.10 に示すよう

な温度を与え，水分は相対湿度 85％で一定とし

た。その他の面では断湿，断温条件とした。 

 解析ケースは，上面の水分が相対湿度 85％

(Case 1)とした場合と相対湿度 99％(Case2)とし

た場合の 2 ケースである。すなわち，Case1 は水

分を供給しない場合の凍結融解を，Case2 は一面

吸水凍結融解を想定している。なお，今回は，

凍結融解 1 サイクルのみ行った。これは，著者

らの最終的な目的が，凍結融解サイクルの増加

に伴う，コンクリートの劣化の進行を的確に追

跡できる解析手法の開発であり，本論は，その

第一段階として位置づけ，ただ 1 サイクルの解

析で，実験で観察されているような，変形挙動

に及ぼす水分供給の違いが本解析においても現

れるかどうかに着目していることによる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(2)解析結果 

 計算で得られた縦方向ひずみと入力した表面

温度の関係を Fig.11 に示す。ひずみ測定区間は

上面から高さ方向に 2cm までの区間である。 

Fig.11 には，温度の上昇下降に伴うひずみのヒ

ステリシス曲線が見られ，またその曲線に相対

湿度の違いが現れている。すなわち，Case １と

Case 2 はほぼ 0 度（図中の A 点）までは同じひ

ずみ挙動を示すが，A 点以降の挙動が大きく異

なる。具体的には，Case1 はそのまま熱収縮が起

こり（B 点），Case2 はひずみが膨張に転じてい

る。これは，Case 2 では上面に水があることに

より，上面付近の要素では水分量が多くなって

いるために Case 1 より低い温度で凍結が始まっ

ていることによる。つまり，Case 1 では B 点か

ら凍結が始まり，Case 1 では A 点から凍結が始

まっているのである。また，最大ひずみに関し

ても Case 2 の方が Case 1 に比べて大きくなって

いる。これはひずみ測定区間において，Case 2

の方が Case 1 よりも氷の量が多いためである。 

Fig.12 にもっとも氷の量が多い 12 時間後にお

ける両 Case の深さ方向の含氷率の分布を示す。

グラフから Case1 では表面から 10mm までしか

氷ができていないのに対して，Case2 では表面か

ら 20mm まで氷ができているのが分かる。 

今回の解析では表面付近でひび割れが発生し

たにも関わらず，1 サイクル後に残留ひずみはな

かった。これは応力－ひずみ関係の除荷曲線を

原点指向型(Fig.5 参照)にしているためである。

凍結融解サイクルの増加に伴う残留ひずみの増

加を表現するには，内部曲線の修正が求められ

る。今後の課題である。 

 以上より，本解析手法は，膨張量の与え方や

構成則など改良すべき点を多々有するものの，

水分の供給の有無による凍結温度の差異や最大

ひずみの大きさの違いを解析的に表現すること

ができた。もちろん実験結果との比較を通じた

本解析手法の妥当性の検証は，今後行われなけ

ればならない。 
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4. まとめ 

本研究において，固相，液相，気相の 3 相を

考えた熱水分同時移動方程式に基づきモルタル

内の温度，水分量，氷の量（含氷率）を求め，

得られた温度と氷の膨張によるひずみを初期ひ

ずみとして剛体バネモデル解析法に引き渡し，

モルタルの凍結及び融解時の変形挙動を計算す

る方法を示した。本解析手法により，水分の供

給の有無による凍結温度の違いや最大ひずみの

大きさの違いを解析的に表現することができた。 
しかし，本研究において設定した条件や構成モ

デルの妥当性に関する検討は決して十分ではな

い。今後は，実験結果との比較を行うなどして，

本解析手法の信頼性を高める。 
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Fig.11 ひずみと温度の関係 
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Fig.12 深さ方向の含氷率分布 
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