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要旨：多数の計測点を設けた構造物の詳細な振動計測に対する需要が高まる中，これを補間する意味で多点

加振とマクスウェルの相反定理を利用することが考えられる。本研究では，多点加振・単点計測に基づいた

振動特性の同定法を定式化するとともに，実際の RC ラーメン高架橋の中間スラブを対象としたフィールド

試験を実施した。その結果，波形の切り出し位置に留意することで，部材レベルの詳細な固有振動数や振動

モード形を同定可能であることを実証的に示した。さらに，本研究の条件においては，単点加振・多点計測

と同程度の精度で固有振動数を同定できること，MAC 値が 大で 0.03 程度減少することを明らかにした。 
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1. はじめに 

鉄道橋においては，走行する列車との共振現象が重

要な工学的課題であり，その解決には固有振動数や振

動モード形といった振動特性を把握しておく必要があ

る。特に，近年では列車の高速化が進展していること

から，RC 鉄道橋においても構造物音に寄与する部材

レベルでの高次共振の発生が懸念されている 2)。この

ような部材レベルでの振動特性（以後，部材振動特性

と呼ぶ）を把握するためには，多くの計測点を設けた

詳細な計測が必要となっている 3)。しかしながら，多

点計測においては設置作業に時間と労力を要するとと

もに，計測点の数に制限がある場合も存在する。特に

営業中の鉄道路線であれば，限られた時間で作業を終

了しなければならないという制約も存在する。そこで，

本研究では多点計測を補う目的で，少数の計測点でよ

り簡易に多点計測と同等の情報を取得する手法を考え

る。具体的には「入力点と出力点を入れ替えても伝達

関数は等しい」とするマクスウェルの相反定理を利用

し，多点で加振した際の入力応答と単点で計測した出

力応答により算出した伝達関数から固有振動数と振動

モード形の同定を試みる。マクスウェルの相反定理は

古くから基本的性質として知られ，機械部品の検査な

どにも適用されているが 4），橋梁などの大型構造物の

計測に適用された事例はほとんど見られない。このよ

うな現状を踏まえ，本研究では実際の RC ラーメン高

架橋の中間スラブを対象とし，多点加振・単点計測，

およびこれに基づく中間スラブの部材振動特性の同定

を実施するとともに，一般的な単点加振・多点計測に

基づく結果と比較することで，本手法の有効性につい

て検討する。 

以下 2.において加速度計測と振動特性の同定法につ

いて述べる。3.では，高速鉄道における RC ラーメン

高架橋の中間スラブを対象とした適用事例を示す。

後に 4.では，単点加振・多点計測を用いた場合の同定

結果との比較と考察を行う。 

 

2. 多点加振・単点計測における振動特性の同定 

本研究ではマクスウェルの相反定理に基づき，多点

加振・単点計測した際の伝達関数を単点加振・多点計

測した際の伝達関数として利用することとともに，多

点計測時の伝達関数に基づく振動特性の同定手法を拡

張して以下に定式化する。 

2.1 固有振動数候補の抽出 

物理座標系における N 自由度離散系の運動方程式は

次式で定義することができる。 

fKuuCuM =++ &&&  (1) 

式中，M：質量行列，C：減衰行列，K：剛性行列

であり，それぞれ N×N 次元の正方行列である。また，

{ }T
Nuuu ,,, 21 L=u ， { }T

Nfff ,,, 21 L=f は変位

ベクトルと外力ベクトルを表す。ここで，物理空間座

標で定義される変位ベクトル u をモード空間座標へ

変換すると，次式を得る。 
Φqu =  (2) 

{ }NφφφΦ ,,, 21 L= は固有モード行列，行列要素の

添え字はモード次数である。一方qは n 次元のモード

変位ベクトルを示す。さらに，固有モードを次のよう

に正規化する。 

ij
T δ=MΦΦ  (3) 

ijδ はクロネッカーのデルタ関数であり，上式が単位
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行列となることを意味している。また，T は行列の転

置操作を示す。式(3)に留意し，式(2)を式(1)に代入して，
TΦ を左から乗じると， 終的に， 

fφ T
rrrrrrr qqq =++ 22 ωωζ &&&  (4) 

で表わされる n 本の非連成化された運動方程式が得ら

れる。ここで， rζ と rω は r 次モードの減衰比と固有

振動数である。 rφ は r 次の固有モードベクトルであ

り， { }rNrrr φφφ L,, 21=φ と表せ，1 次から R 次（

NR ≤ ）までの卓越するモード次数のみを抽出すれば

，多自由度離散系の任意点の振動現象を R 本の運動方

程式で記述することが可能となる。 

つぎに，物理座標系における l点の変位ベクトルを

フーリエ変換し， 

∫
∞

∞−

−= dtetuU tiωω )()( ll  (5) 

を得る。式中 i は虚数単位である。また，外力 )(tf ，

モード座標空間における r 次モードの変位 )(tqr に対

しても同様に )(ωmF と )(ωrQ を得る。なお， )(ωmF
は任意点 m への外力スペクトルを示す。さらに，式(4)

に対してフーリエ変換を行い， 

( ) )()(2 22 ωωωωωζω m
T

rrrrr FQi φ=+⋅+−  (6) 

を得る。このとき，物理空間座標の任意の点 lにおけ

る変位 )(tul のフーリエ変換は，式(2)を考慮して， 
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と導出することができる。R は考慮するモードの総数

を示す。また，点 lにおける加速度 )(tul&& のフーリエ

変換は同様にして， 
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と表わされる。さらに，外力スペクトル )(ωmF で両

辺を除することで，伝達関数の一つであるアクセレラ

ンスは 
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と表わされる。式(9)から，計測点 lにおける加速度の

フーリエスペクトル )(ωlA は， rωω ≈ でピークを示

すことがわかる。したがって，計測された加速度応答

に対してフーリエ変換を行い，そのフーリエスペクト

ルから卓越するピーク振動数を読み取ることにより，

固有振動数の候補を抽出できる。 
2.2 マクスウェルの相反定理 

式(9)は任意の加振点と計測点における単点入力・単

点出力の形で示している。これを N 個の節点から構成

される系における多点入力・多点出力に各応答の重ね

合わせとして拡張すると， 
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と表すことができる。ここで，対象とする系が線形で

ある場合，マクスウェルの相反定理として， 

( ) ( )ωω mllm GG =       (11) 

が成り立つ。当然ながら，式(10)における伝達関数行

列は対角成分に対して対称となる。これは加振点と計

測点を入れ替えても伝達関数は等しいことを意味し，

基準とする計測点 1 点（固定）の出力応答に対する任

意の加振点の伝達関数を算出することで，多点で計測

した場合の伝達関数と同様の値を得ることができる。 

2.3 振動モード形候補の同定 

式(11)と式(9)により， 
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の関係を得る。ここで，対象とする N’個の加振点によ

り構成される rωω = の時の伝達関数をベクトル表示

すると， 
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と表すことができる。振動モード形は系の固有ベクト

ルであり，各加振点（計測点）間の相対的関係のみを

用いることから， 大値を 1 に基準化する。これによ

り，式(13)で表される伝達関数のべクトルは振動モー

ド形を直接表している。なお，式(13)の振動モード形

は複素数である。任意の加振点 m の振動モード形の振

幅 rmφ~ と位相 rmθ は，それぞれ 

22 }ˆIm{}ˆRe{~
ll rrrm φφφ +=      (14) 

( )}ˆRe{}ˆIm{tan 1
ll rrrm φφθ −=        (15) 
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図－1 対象橋梁 
 
となる。なお Re は実部を，Im は虚部を示す。したが

って， 終的に加振点 m の r 次の振動モード形は， 
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として与えることができる。 

2.4 振動モードの同定 
以上により抽出した任意の振動モード形に対して，

統計的検定手法である MAC 検定を行い，事前に設定

した条件を満たすものを振動モードとする。MAC 検

定とは，振動モード形の理論値と実測値の相関係数で

ある MAC 値 

MAC
)()(

)(
Ξ×Ψ

Ξ×Ψ
=

VARVAR
COV      (17) 

を指標として， MAC 値の大きさから振動モード形の

候補が真の振動モード形と見なせるか否かを検定する

手法である。式中のΨは同定された振動モード形，Ξ

は振動モード形の理論値のベクトル（振動モード形に

採用する計測点数がΜ点のときにはΜ次）をそれぞれ

示す。また，COV は共分散を，VAR は分散をそれぞれ

示す。本研究では次章の適用事例における理論モード

形として，平板の振動モード形を理論モード形として

用いるとともに，MAC 値は 0.9 以上かつ 大のものを

振動モードとする。 
 

3. 適用事例 

3.1 対象橋梁と計測方法 

2.で示した手法を実構造物に対して適用する。対象

橋梁は高速鉄道用の RC ラーメン高架橋（3 径間）と

し，特に中央径間の中間スラブを対象に計測，および

振動特性の同定を実施した。当該橋梁は連結 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

(a) 計測点配置 1（多点加振・単点計測） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 計測点配置 2（単点加振・多点計測） 

図－2 計測点配置と加振位置 

 

基礎形式で地盤種別は G3 となっている。対象橋梁の

概略図を図－1 に示す。当該橋梁は柱高さ 10m，径間

長は側径間が 7.88m，中央径間が 8.1m となっており，

上下方向のスラブ軌道が敷設された複線橋となってい

る。また，図－2 には中間スラブを対象とした計測点

配置とインパルスハンマーによる衝撃加振位置を示し

ている。図－2 には，計測点配置 1 で示す多点加振・

単点加振とともに，計測点配置 2 で示す単点加振・多

点計測に対する計測点配置を(a)，(b)にそれぞれ示して

いる。計測点配置 1 においては，縦梁と横梁に囲まれ

た中間スラブに加振点を格子状に配置した。加振点は

橋軸方向に 15 列，橋軸直角方向に 7 列の計 105 箇所と

し，中間スラブ内に設置した 1 点の加速度計（図中の

青印）によりその応答を計測した。加速度計の設置位

置は振動モード形の節にならない点として図中に青印

を選定している。なお，加速度計と，インパルスハン

マーに内蔵された加振力計の応答は同期されている。

一方，計測点配置 2 では中間スラブ内に 20 点の加速度 
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(a) 加速度応答    (b) 加振力応答 

図－3 収録波形 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 加速度パワースペクトル (b) クロススペクトル 

 

 

 

 

 

 

 

(c) 伝達関数（振幅） (d) 伝達関数（位相） 

図－4 各種スペクトル 

 

計を設置し，図中の×印をインパルスハンマーにより

衝撃加振することで，単点加振・多点計測を実施した。

加速度の計測には圧電型加速度計（感度：6.42pC/(m/s2)，

応答振動数：1～7,000Hz）を，加振力の計測にはイン

パルスハンマーに内蔵された加振力計（感度：

0.23mV/N）を用いている。各加速度計，および加振力

計で計測された応答はともにサンプリング周波数

2kHz で AD ボードを介してノート PC に収録される。

なお，1kHz 以上の周波数応答はアンチエイリアシング

フィルターを用いて除去している。計測時間について

は，いずれの計測点配置においても衝撃応答を含む 10

秒間と設定した。 

3.2 計測結果 

計測点配置 1 において計測点付近を打撃した際に集

録した時刻歴応答を図－3 に示す。図－3(a)には加速

度計により計測した加速度応答を示しているが，衝撃

加振時に 大振幅を示し，徐々に減衰していく自由振

動応答を見て取ることができる。また，図－3(b)には

インパルスハンマー内で計測した加振力応答を示して

いるが，0 秒付近の衝撃加振時に 大応答を記録し，  

 

 

 

 

 

 

 

(a) モード 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) モード 2       (c) モード 3 

図－5 同定結果（多点加振・単点計測） 

 

その後はほぼ 0 となっていることが見て取れる。この

ような傾向はいずれの加振ケースの場合でも同様であ

った。次に，図－4 に計測した加速度応答，および加

振力応答から算出した各種スペクトル示す。図－4(a)

には加速度パワースペクトルを示しているが，20Hz

付近と 50Hz 付近に大きなピークが見られる。また，

振動数の増加とともにスペクトル振幅が大きくなる傾

向にある。過去の研究 4)でも報告されているように，

インパルスハンマーによる衝撃加振により励起される

応答は 50Hz 以上の高振動数成分が多く含まれている

ことがわかる。パワースペクトルに見られるこのよう

な特徴は同図(b)，(c)のクロススペクトル，および伝達

関数（振幅）においても同様に確認できる。 

3.3 同定結果 

図－3，図－4 に示した多点加振・単点計測を全 105

点を対象にして実施するとともに，得られた伝達関数

を用いて，2.で述べた手法により固有振動数と振動モ

ード形の同定を行った。同定には，計測した 105 点分

の時系列応答から，それぞれ一定の応答を切り出して

用いた。切り出し開始位置として，計算プラグラム上

で容易かつ画一的に抽出可能である，加振力応答が

大値を記録した時点を採用するとともに，切り出し時

間を 1 秒間と設定した。なお，同様の理由から，切り

出し開始位置として，加速度応答が 大値を記録した

時点を採用することも考えられるが， これに関しては

次節で検討する。 
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(a) モード候補 1     (c) モード候補 2 

図－6 切り出し位置の影響 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－7 収録応答の位相差 

 

以上の設定のもとで同定した中間スラブの振動モー

ド形を図－5 に示す。なお，中間スラブの振動モード

形は面的挙動を捉えるために等高線図で示すとともに，

大値を 1 に基準化している。等高線図における各節

点は加振点を示す。なお，凡例に示す色の割当ては以

降の等高線でも同様となっている。全部で 3 つの振動

モードを同定可能であった。同定した振動モードはい

ずれも MAC 値が 0.9 を超えており，多点加振・単点

計測の結果を用いた場合でも振動モードを同定できて

いることがわかる。また，図中(a)の固有振動数 20Hz

のモード 1 は中間スラブの中心でモード振幅が 大を

示しているが，縦梁のモード振幅も大きく，中央径間

の全体モードであると考えられる。一方で，同図(b)，

(c)に示すモード 2，モード 3 は縦梁，横梁付近のモー

ド振幅が小さく中間スラブの部材振動モードとなって

いる。なお，モード 1 はインパルスハンマーの対象加

振周期の範囲外であるが，振動モード形から構造物の

モードであると判断した． 

3.4 切り出し位置の影響 

前節でも述べたように，同定に際しては，切り出し

開始位置を加振力応答が 大値を記録した時点として

いる。しかしながら，切り出し開始位置として加速度

応答が 大値を記録した時点を採用することも考えら

れることから，本節でその影響を検討する。 

切り出し開始位置を加速度応答が 大値を記録した

時点とし，3.3 と同様に振動特性の同定を実施した。しか 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) モード 1       (b) モード 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c) モード 3       (d) モード 4 

図－7 同定結果（単点加振・多点計測） 

 

しながら，本研究で採用している MAC 値の閾値 0.9 を超

える振動モードは存在しなかったために，切り出し位置が

振動モードに及ぼす影響の例として，3.3 で同定したモー

ド 1 とモード 2 の固有振動数（20Hz と 51Hz）における振動

モード形候補を図－6 に示す。振動モード形を見ると，

図－5 と比較して明らかに歪な形状であるとともに，

MAC 値も 0.3 程度となっている。なお，MAC 値が

大を示す振動数は 20Hz となっており，図－5 に示した

モード 1 やモード 2 を同定できないことがわかる。 

このように，切り出し開始位置により同定結果が大

きく異なる理由として，応答の位相差の影響が挙げら

れる。図－7 には図－3 の衝撃加振時付近を拡大した

ものを示す。加振力応答が 大を示す時点と加速度応

答が 大を示す時点の間には 0.005 秒程度の時間差が

あることがわかる。加速度応答が 大を示す時点を基

準に切り出し開始位置を決定した場合，加振力応答の

大の時点は切り出し波形に含まれないことになる。

これにより，伝達関数を用いたとしても加振力の情報

が十分に反映されないために，各加振ケースのばらつ

きが低減されず，図－6 のように振動モード形候補の

MAC 値が著しく低下したと考えられる。 

 

4. 単点加振・多点計測との比較 

4.1 計測および同定結果 

多点加振・単点計測に基づく振動特性の同定手法の

妥当性と有効性を検討するために，本章では，同様の

構造物を対象として単点加振・多点計測とこれに基づ 
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表－1 各試験に基づく同定結果 
固有振動数（Hz） MAC 値 

多点加振・ 
単点計測 

単点加振・ 
多点計測 

多点加振・ 
単点計測 

単点加振・ 
多点計測 

20 20 0.93 0.96 
- 35 - 0.91 

51 50 .095 0.96 
63 64 0.90 0.91 

 

く振動特性の同定を実施し，両者の比較を行う。計測

点の配置は図－2(b)に計測点配置 2 としてすでに示し

ている。厳密には計測点配置 1 の加振点と同様の計測

点数，および設置位置にすることが望ましいが，作業

時間と計測点数が限られていたため，中間スラブ内に

20 点，その他の部材に 5 点の計 25 点としている。同

図中の×印は加振位置である。加振時の応答およびス

ペクトルの傾向は 3.の場合と同様であったために，本

章では割愛する。同定は 2.で示した手法においてマク

スウェルの相反定理を用いず，通常の伝達関数を用い

て実施した。同定結果を図－7 に示す。なお，振動モ

ード形を表す等高線図は，橋軸方向に 8 メッシュ，橋

軸直角方向に 6 メッシュとし，各節点の座標と計測点

の座標が一致する場合は実測値を，それ以外では周辺

の実測値を平均化することで座標値を補間している。

合計 4 つの振動モードを同定可能であった。また，同

定した各振動モードに関しては，3.3 でも述べたよう

に，各計測点におけるモード振幅から，図中(a)，(b)

に示すモード 1（固有振動数 20Hz），モード 2（固有振

動数 64Hz）は中央径間の全体モードを示している。ま

た同図(c)，(d)に示すモード 2（固有振動数 50Hz），モ

ード 3（固有振動数 64Hz）は，それぞれ中間スラブの

1 次，および橋軸方向 1 次橋軸直角方向 2 次の部材振

動モードとなっている。 

4.2 同定結果の比較 

3.3 と 4.1 でそれぞれ同定した固有振動数と MAC 値

を表－1 に改めて整理する。同定可能であったモード

は多点加振・単点計測の方が一つ少ないものの，構造

物音への寄与が指定されている部材振動モードでは同

様の振動モードが同定されている。同定された各振動

モードの固有振動数はほぼ等しくなっており，多点加

振・単点計測であっても，単点加振・多点計測と同等

の精度で固有振動数の同定が可能であることがわかる。

一方で，MAC 値に着目した場合，いずれの振動モー

ドにおいても多点加振・単点計測の方が低い値となっ

ている。多点加振・単点計測ではインパルスハンマー

の加振力応答を基準とした伝達関数により振動モード

を同定している。インパルスハンマーによる衝撃加振

は人力により実施しているため，各加振ケースにおけ

る接地時間などにばらつきが混入している可能性があ

る。一方，単点加振・多点計測の場合はすべての計測

点が同期されているとともに，一度の加振に基づいて

振動特性が同定されるために，MAC 値が高かったと

考えられる。 

 

5. おわりに 

本研究は，構造物の多点計測を補間する意味で，こ

れまで土木構造物に対してほとんど適用されたてこな

かった多点加振とマクスウェルの相反定理を利用した

振動特性の同定法の適用性を実証的に検証した。その

結果，全体モードで同定できなかったモードが存在す

るものの，波形の切り出し位置として加振力応答の

大時点を選定することで，部材レベルの詳細な固有振

動数や振動モード形を同定可能であることが判明した。

また，一般的に実施される多点計測との比較により同

定される固有振動数の妥当性を確保するとともに，本

研究の条件においては，各加振ケースによるばらつき

の影響により，MAC 値が 大で 0.03 程度減少するこ

とを明らかにした。しかしながら，今後の検討課題と

して以下の事項をあげることができる。まず，35Hz

のモード 2 が同定できなかった原因を明らかにするた

めに，基準点について検討することが挙げられる．こ

れとは別に，本研究では，多点加振・単点計測に基づ

き振動特性の同定を実施したが，作業時間や作業負荷

の点で大幅に改善されたとは言い難い。加振点と計測

点を計測に応じて適宜， 適化できるよう，多点加振・

多点計測に基づく振動特性の同定手法の確立が望まれ

る。 
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