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要旨：本研究では，コンクリートの破壊基準に Drucker-Prager 型破壊基準を適用し，形状

比（ここでは，高さ幅比 H/D）の異なる円柱プレーンコンクリートの一軸圧縮 FEM 解析

を行った。実験にて得られている最大圧縮応力を再現するために設定すべき内部摩擦角を

実験結果と解析結果との比較から求めた。その結果，最大圧縮応力を再現する内部摩擦角

は，ほぼ 30°程度であることが分かった。 

キーワード：形状比，円柱コンクリート，三次元 FEM 解析，端面摩擦，DIANA 

 

1. はじめに 

 一般に，主応力空間におけるコンクリートの

破壊曲面の経線は，圧縮の静水圧が増大するこ

とによりその勾配が緩やかになる。また，偏差

平面内での形状は低静水圧状態では三角形に近

い形状を，さらに高静水圧状態では円形に近い

形状を呈すると言われている。一方，Drucker- 

Prager 型破壊曲面の主応力空間での形状は円錐

形となっており，圧縮の静水圧軸に沿って円錐

形の裾が大きくなる形状を示す。また，その円

錐形の勾配は内部摩擦角の値により決定する。 

 コンクリート構造物の解析において，Drucker 

-Prager 型破壊基準を適用する際には，内部摩擦

角が重要となる。すなわち，内部摩擦角により，

解析値は実験値を過大または過小に評価する可

能性があり，同破壊基準を適用する際には，構

造物がどの様な応力状態下にあるかを適切に評

価し，内部摩擦角の値を決める必要がある。 

 既往のコンファインドコンクリートを取り扱

っている解析的研究によると 1)～4)，内部摩擦角

は 30°前後としている。 

 筆者らは，既報 5)にて一様側圧の作用するコ

ンクリート１要素の一軸圧縮 FEM 解析を行い，

実験結果にほぼ一致する内部摩擦角はおおよそ

53°であると報告している。ここに用いた実験

結果 6)および 7)は，極めて低側圧で，かつ一様な三

軸圧縮状態で

の結果である

ため，コンフ

ァインドコン

クリートのよ

うな局部的に

比較的大きな

側圧が離散的

に作用する構

造体では，こ

のまま適用し

た場合，実験

結果を過大評

価する可能性

がある。 

 そこで本報

では，解析コ

ードに汎用有

限要素解析プ

ロ グ ラ ム

DIANA 78)を

用い，コンクリートの構成則には DIANA 既存

の Drucker-Prager 型破壊基準を適用し，形状比

（以下，H/D と称する）の異なる円柱コンクリ

ート供試体の一軸圧縮 FEM 解析を行う。ただ

し，一軸圧縮載荷は，通常の載荷方法，すなわ

(a) 圧縮強度比とH/Dの関係（文献

9）の図を一部修正） 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b)変形の概要 

図－１ 「端面摩擦有り」での

圧縮強度比および変形
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ち，供試体と載荷板との間に摩擦（端面摩擦）

が存在するものとして行う。FEM 解析結果より，

図－１に示す各供試体の最大圧縮応力を再現す

るために設定すべき内部摩擦角を求める。また，

その内部摩擦角を用いたときの内部性状，ここ

では，等価拘束圧 10)の分布についても報告する。 

 

2. 解析概要 

2.1 供試体および解析モデル概要 

 図－２に供試体概要を，表－１に供試体シリ

ーズを示す。解析対象は，図－２(a)に示すよう

に，対称性を考慮して供試体全体の 1 / 8 とした。

すなわち，供試体は上下および円周方向に均質

であるとしており，対称性を仮定したことによ

る解析結果への影響はないと言える。また，要

素寸法が解析結果に及ぼす影響を調べるため，

本解析に先立ち，同図(b)に示した供試体 H/D = 

1 および 2 について要素寸法を高さ方向に 1/2

および 2 倍した場合の解析を実施した。解析結

果によれば，この範囲の差であれば，要素寸法

の影響は，ほぼ無視できることを確認している。 

 端面摩擦を考慮するため，同図(c)に示すよう

に，コンクリート端面に厚さ 1 mm の境界要素

を設定した。境界要素の「厚さ 1 mm」とは，

実際には境界要素は存在しないことから，本解

析では極力薄するという条件の下で設定してい

る数値である。境界要素の詳細については，2.5

節で述べる。 

 載荷方法は供試体上面に軸圧縮ひずみを与え

る変位制御とし，1step 当たりの軸変位量を 4.0

×10-3 mm（平均軸ひずみは，例えば H/D = 1 で

は 0.784 %），平均軸圧縮ひずみ 1 %まで載荷を

行った。境界条件は，対称面においては直角方

向に変位を拘束し，載荷面（境界要素の上面）

については側方への変位，すなわち，図－２(a)

に示す X および Z 方向の変位を拘束した。 

2.2 コンクリートの構成モデル，破壊基準 

および要素モデルの概要 

 構成モデルとして，DIANA 既存の Drucker- 

Prager 型構成則を，破壊基準には同破壊基準を

表－１ 供試体シリーズ 

H/D 供試体 

シリーズ 

供試 

体数 H(mm) 

φ=ψ

（°） 

D1 = D2 

N/(mm2×mm)

0.5 
HD05_φ○_△ 35 

50 

1 
HD10_φ○_△ 35 

100 

1.5 
HD15_φ○_△ 35 

150 

2 
HD20_φ○_△ 35 

200 

3 
HD30_φ○_△ 35 

300 

25 

30 

35 

40 

45 

50 

53 

1.0×101

1.0×102

1.0×103

1.0×104

1.0×105

注）φ：内部摩擦角，ψ：Dilatancy angle，表中

の○および△は，それぞれ内部摩擦角φ・

Dilatancy angle ψおよび剛性を示す。例）

HD20_φ50_1.0×103：供試体形状が H/D = 2，

内部摩擦角φおよび Dilatancy angle ψ= 

50°，剛性 D1 = D2 = 1.0×103 N/(mm2×mm)を

意味する。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図－２ 供試体概要 
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適用した。要素としては，20 節点アイソパラメ

トリック要素（DIANA での要素名：CHX60）

を採用した。 

2.3 コンクリートの材料定数 

 表－２にコンクリートの材料定数を示す。内

部摩擦角φおよび Dilatancy angle ψは，25°～

53°までの間で変化させ，ここでは，関連流れ

則に従うものとした。 

2.4 コンクリートの一軸圧縮応力－ひずみ 

関係 

 三次元解析に採り入れるプレーンコンクリー

トの構成モデル（Drucker-Prager モデル）の一軸

圧縮応力－ひずみ関係は，修正 Popovics 式によ

り計算される曲線 6)および 7)に一致させるものと

した。この表示式による実測値の表示性能は，

文献 6)および 7)によって示されている。 

 プレーンコンクリートの一軸圧縮応力－ひず

み関係（図－３参照）を三軸応力場およびひず

み場に拡張するため，ひずみ軟化を考慮できる

Drucker-Prager モデルでのパラメータ，すなわち，

式(1)に示す粘着力 c－等価塑性ひずみκの関係
8)を定めた。 

( )φφσ cos2sin1−=c  (1-1) 

( )ααεκ −+−= 121 2
3
P&&  (1-2) 

( )φφα sin3sin2 −=  (1-3) 

 ここに，σ：応力，εP
3：載荷軸方向の塑性

ひずみ，α：負荷曲面の傾きを規定する係数，

である。ここでは，圧縮を負としている。各載

荷ステップ時での応力σおよび塑性ひずみεP
3

の増分から，粘着力 cおよび等価塑性ひずみκ

を求める。 

2.5 境界要素の概要 

 表－１に示す境界要素の材軸方向およびせん

断方向の剛性（それぞれ D1 および D2）とは，

「単位面積当たりに，それぞれ材軸方向および

せん断方向の単位変位を生じさせるために必要

な力」を意味する。同表に示した境界要素の剛

性（それぞれ D1 および D2）の数値は，以下の

ように設定した。すなわち，剛性の数値に関す

るパラメトリック解析より，1.0×105 N/(mm2

×mm) 以上としても解析結果には影響は無い

ことを確かめたことから同表に示す水準とした。 

 コンクリート端面に設けている境界要素の

構成モデルとしては，図－２(c)に示すように，

材軸方向 v およびせん断方向 u（すべり方向）

の変位に応じて算定される弾性体であるが，せ

ん断方向の応力 s については図－４に示すよう

に，その降伏値が材軸方向の応力 t に応じて線

形に規定される。また，ここでは同図中の摩擦

係数μを一般的な値である 0.4 とした。要素モ

デルは，8 + 8 節点四辺形要素（要素名：CQ48I）

を採用した。 

 

3. 解析結果および考察 

3.1 H/D－強度比関係 

 図－５に H/D－強度比関係を内部摩擦角φご

とに示す。ここでの強度比とは，H/D の異なる

供試体の最大圧縮応力を，H/D = 2 の端面摩擦

のある供試体の最大圧縮応力（Fc = 33.2 MPa，

同図中に○として表示している）で除したもの

である。H/D = 2 の最大圧縮応力 Fc = 33.2 MPa

は，文献 11）を参考にした。同図には，境界要

素の剛性 D1 および D2 が 1.0×103 N / (mm2×

mm) 以上の結果を示している。これは，境界要

素の剛性 D1 および D2 が 1.0×102 N / (mm2×

mm) 以下では，どの結果も境界要素の剛性が低

いことによりコンクリートのヤング係数（Ec = 

 表－２ コンクリートの材料定数 

Ec 

（MPa） 
νc

Fc 

（MPa）

Ft 

（MPa） 
φ =ψ（°）

2.6×104 0.2 30 2.4 
25,30,35,40,

45,50,53 

注）Ec：ヤング係数，νc：ポアソン比，Fc：圧縮強

度，Ft：引張強度 

 
 
 
 
 
 
 
図－３ 一軸圧縮応力 

－ひずみ関係 

 
 
 
 
 
 
 
図－４ 境界要素の 
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2.6×104 MPa）が再現されなかったためである。 

 図－６は，図－１(a)に示した「H/D の異なる

供試体と最大圧縮応力との関係」に関する実験

結果に，内部摩擦角φが 25°，30°および 35°

における，境界要素の剛性 D1 および D2 を 1.0

×104 N / (mm2×mm) とした場合の解析結果を

併記したものである。同図より，内部摩擦角φ

を 30°前後とすることにより，図－１(a)に示

した既往の実験結果とほぼ一致することが分か

る。文献 1)～4)で示されている内部摩擦角φは

30°程度であり，本解析結果は，これら既往の

文献とほぼ一致している。 

 本解析供試体の境界要素には，図－４に示す

ように，すべりを考慮しているが，供試体端面

におけるせん断挙動を調べた結果，H/D = 1 以

下の供試体ではすべりが発生した。境界要素の

構成モデルとして，例えばすべりを無視した弾

性体を用いると，境界要素に生じるせん断応力

が上述のモデルを用いた場合より高くなり，供

試体端面の拘束力が大きくなるものと予想され

る。すなわち，得られる内部摩擦角φは境界要

素のモデルによって影響を受ける。予備解析で，

境界要素に弾性体（剛性 D1 および D2 は図－６

と同じ）を用いて解析した結果，H/D = 0.5 およ

び 1 では，最大圧縮応力がそれぞれ約 17 MPa

および 0.3 MPa だけ本解析結果より高くなり

（内部摩擦角φの値はそれに応じて小さくな

る），残りの H/D ではほぼ同一の値となること

を確認している。 

 図－７は，同図(a)中に示した３つの破壊基準

（ Drucker-Prager ， Ottosen model7 ）， Willam- 

Wranke model12)）の応力の一次不変量 I1 – 偏差

二次不変量の平方根 2J 平面における圧縮子午

線を示している。上述のように，供試体端面か

ら摩擦を受ける場合の最大圧縮応力の実験値を

再現する内部摩擦角φは 30°程度が適当であ
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-22-



ることが分かった。ここで，内部摩擦角φ

が 30°のときの Drucker-Prager 破壊基準を

実験値と等しいものと見なすと，筆者らの

既往の研究 5)より明らかになった内部摩擦

角φ53°の場合，図－７(b)中に示すように，

１～2 MPa 程度の一様な低側圧下において

は，「一軸圧縮破壊」点に近い破壊点（一次

不変量 I1 と偏差二次不変量の平方根 2J ）

が計算されるため，解析結果は実験結果の

最大圧縮応力に近い値を再現する。一方，

「一軸圧縮破壊」点より高圧縮応力側，す

なわち，同図(b)中の側圧σLが 5MPa 程度

の高側圧下においては，鎖線の矢印が示す

ように実験値を過大に評価することが分か

る。 
 文献 13)のように，拘束力がほぼゼロの場

合，内部摩擦角φを 30°～53°のどの値と

してもほぼ等しい結果となることから，内

部摩擦角φを 50°とする報告も見受けら

れる。 

 このように，異なる H/D を持つ供試体の

一軸圧縮解析では，以後 3.2 節で示すよう

に，H/D が 2 以下の供試体内部に比較的高

い拘束圧が生じるため，コンクリートの破壊基

準に Drucker -Prager 型の基準を適用する場合，

内部摩擦角の取り扱いに注意を要する。 

3.2 等価拘束圧比の分布および進展 

 等価拘束圧σc
10)とは，多軸応力状態を，等し

い側圧が作用したときの一軸載荷での応力状態

に置換した場合におけるその側圧の値をいう。

式(2)に，定義式を示す。 

( )21 3
3
1 JIc −=σ  (2) 

ここで，I1：応力の一次不変量，J2：偏差応力

の二次不変量であり，それぞれ以下のように表

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (a) H/D = 0.5 (b) H/D = 1 (c) H/D = 1.5 

 ε= 0.4 %時点 ε= 0.3 %時点 ε= 0.24 %時点 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 (d) H/D = 2  (e) H/D = 3  

 ε= 0.22 %時点 ε= 0.22 %時点  
図－８ 最大圧縮応力時点での等価拘束圧比 

（σc /σcbase）分布（H/D = 0.5～3） 
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される。 

3211 σσσ ++=I  (3-1) 

ijij ssJ
2
1

2 =  (3-2) 

ijijij Is δσ 13
1

−= , ( ) ( )jijiij ≠=== 0,1δ  (3-3) 

ここで，σij：応力，sij：偏差応力，δij：Kronecker

のデルタである。 

 図－８に，内部摩擦角φを 30°とした場合の

H/D ごとの最大圧縮応力時点における供試体の

材軸方向断面内（Z = 0 での X-Y 平面内）での

等価拘束圧比（σc /σcbase）分布を示す。ここで，

H/D = 2 の供試体の○で囲んだガウス積分点で

の等価拘束圧を基準（σcbase= 3.45 MPa）とする。 

 図－８によると，H/D が小さいほど，コンク

リート端面の外周部分から図－２に示す解析対

象の原点周辺に亘って高い等価拘束圧の分布す

る傾向が強い。また，H/D が小さいほど，例え

ば H/D = 1 の供試体内部に生じる拘束力は非常

に高いことが分かる。 

 

4. まとめ 

 異なる形状比を有する円柱コンクリート供試

体の端面摩擦を再現した一軸圧縮 FEM 解析を

通して，以下の結論を得た。 

1) 端面摩擦を有する様々な供試体の圧縮強度

に対して内部摩擦角を同定した結果，いずれ

の場合もほぼ 30°程度であった。 

2) 形状比が小さいほど，最大圧縮応力時点での

供試体内部に生じる拘束力は高くなる。 

3) 形状比が 2 以下の供試体内部には，比較的高

い拘束圧が生じるため，コンクリートに

Drucker-Prager 型破壊基準を適用する場合，

内部摩擦角の取り扱いに注意を要する。 
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